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Aufgabe 1: Ein Kreis sei in 2n kongruente Sektoren eingeteilt, von denen n schwarz und die tGbrigen n
weil3 gefarbt sind. Die wei3en Sektoren werden, irgendwo beginnend, im Uhrzeigersinn mit 1, 2, 3, ...,
n nummeriert. Danach werden die schwarzen Sektoren, irgendwo beginnend, gegen den Uhrzeiger-
sinn mit 1, 2, 3, ..., n nummeriert.

Man beweise, dass es n aufeinander folgende Sektoren gibt, in denen die Zahlen 1 bis n stehen.

1. Beweis: Wir bezeichnen jeden Sektor durch seine Nummer und Farbe, also etwa mit 1., 15, 2., 2s,
..., Ny, Ns. Den Abstand zweier Sektoren i, und is (i=1, 2, ..., n) bestimmen wir, indem wir im
Uhrzeigersinn und auch gegen den Uhrzeigersinn die Anzahl von Sektoren z&hlen, die zwischen iy,
und is liegen und das Minimum aus diesen beiden Zahlen bestimmen; wir bezeichnen diesen Abstand
mit d(i). Die Sektoren, die bei dieser minimalen Zahlung Uberstrichen werden, nennen wir Zahlstrecke
i und bezeichnen sie mit z(i). (Wenn die Anzahlen im Uhrzeigersinn und gegen den Uhrzeigersinn
gleich sind, wahlen wir die Zahlstrecke aus, die sich beim Zahlen im Uhrzeigersinn ergibt.)

Offensichtlich sind die d(i) stets ganzzahlig und aus der Menge {0, 1, 2, ..., n—1}; es gibt also einen
Wert j O {1, 2, ..., n} fur den d(j) minimal ist. Fur ein solches j haben auf z(j) alle Sektoren (sofern
existent) gleiche Farbe, weil andernfalls diese Zahistrecke entweder die beiden Sektoren (j+1),, und
(j+1)s oder die beiden Sektoren (j—1),, und (j—1)s enthielte (dabei seien — wie bei Aufgaben dieses
Typs ublich - die Zahlen mod n betrachtet, d.h. die Zahlen k und n+k werden als identisch betrachtet);
deren Abstand d(j+1) bzw. d(j-1) ware dann kleiner als d(j) im Widerspruch zur Minimalitat von d(j).

0O.B.d.A. seien alle diese Sektoren weif3 und es verlaufe 0.B.d.A. die Zahlstrecke von Sektor j,, zu js im
Uhrzeigersinn (andernfalls ersetze man im Folgenden die Bezeichnungen w durch s und umgekehrt
und/oder ersetze bei den Sektorbezeichnungen ein "+" durch ein "-" und umgekehrt.)

Nun haben die auf den Sektor j, im Uhrzeigersinn folgenden n Sektoren die zu beweisende
Eigenschaft: Entweder sind alle diese n Sektoren schwarz, dann kommen darunter alle Nummern von
1 bis n genau einmal vor. Oder es gibt darunter k (kO {1, 2, ..., n—-1}) weil3e Sektoren und n -k
schwarze; die weiBen haben dann die Nummern (j+1)w, (i(+2)w, ..., (i+K)w, die schwarzen die Nummern
iss =Ds, (—2)s, ..., (i-(n—k+1))s. Dies sind genau n Zahlen, namlich k Zahlen von j "aufwarts” und n — k
Zahlen von j, "abwarts"; damit ist diese Zahlenmenge — mod n betrachtet — identisch mit {1, 2, ..., n}.

2. Beweis (vollstdndige Induktion nach der Anzahl der Sektoren n): Wir bezeichnen jeden Sektor
durch seine Nummer und Farbe, also mit 1,,, 1, 2, 25, ..., Ny, Ns. ZWei Radien des gegebenen Kreises
nennen wir Halbierungsradien, wenn sie zugleich Grenzen der eingeteilten Sektoren sind und sie auf
dem Kreis zwei Bereiche so begrenzen, dass jeder Bereich n aufeinander folgende Sektoren enthalt
und dass in jedem dieser Bereiche jede der Zahlen 1, 2, ..., n vorkommt. Die Aufgabe ist gel6st, wenn
wir die Existenz von Halbierungsradien fir alle n zeigen; dies geschieht durch Induktion nach n.

Zunachst stellen wir fest, dass die Kongruenz der Sektoren keine notwendige Voraussetzung fur die
Behauptung ist, ebenso wenig die Forderung, dass die Sektoren lickenlos aufeinander folgen; sie
durfen sich lediglich nicht Gberlagern.

Induktionsanfang: Die Aussage ist richtig fir n = 1: In diesem Fall hat man einen weil3en und einen
schwarzen Halbkreis; deren gemeinsamer Durchmesser besteht offensichtlich aus zwei
Halbierungsradien.

Induktionsannahme.: Die Aussage sei richtig fir ein bestimmtes n, d.h. zu 2n Sektoren, die geman
Aufgabenstellung geféarbt und nummeriert sind, gibt es stets zwei Halbierungsradien.

Induktionsschluss: Dann ist die Aussage auch richtig fir n + 1:

Sei also der Kreis in 2(n+1) Sektoren aufgeteilt, die gemafl Aufgabenstellung gefarbt und nummeriert
sind. Wir betrachten zunachst nur die von 1 bis n nummerierten Sektoren. Nach Induktionsannahme
— zusammen mit der Bemerkung im 2. Absatz - gibt es zu diesen 2n Sektoren zwei
Halbierungsradien. Wir untersuchen die Lage dieser beiden Halbierungsradien relativ zu den
Sektoren (n+1),, und (n+1)s, dabei gibt es nur die folgenden beiden Moglichkeiten:

Fall 1: Die beiden Sektoren (n+1),, und (n+1)s liegen in verschiedenen durch die Halbierungsra-
dien definierten Bereichen des Kreises: Dann sind die Halbierungsradien zu den Sektoren 1,,
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1s, 24, 25, ..., Ny, Ns auch Halbierungsradien zu den Sektoren 1., 1s, 2y, 25, ..., Ny, Ns, (N+1),,
(n+1)s.

Fall 2:Die beiden Sektoren (n+1), und (n+l); liegen im gleichen der zwei durch die
Halbierungsradien bestimmten Bereiche: Dann bestimmen auch umgekehrt die beiden
Sektoren (n+1), und (n+1)s zwei Bereiche, von denen einer keinen Halbierungsradius enthalt;
0.B.d.A. sei dies der Bereich, der iberstrichen wird, wenn man von (n+1),, im Uhrzeigersinn zu
(n+1)s geht.

Hatte dieser Bereich Sektoren von beiden Farben, dann enthielte er auch die beiden Sektoren
1, und 1g; zwischen diesen misste nach Induktionsannahme ein Halbierungsradius sein, was
aber im Widerspruch zur Fallbeschreibung steht.

Sofern es im Bereich zwischen den Sektoren (n+1),, und (n+1)s Sektoren gibt, sind diese also
alle von gleicher Farbe, 0.B.d.A. seien diese Sektoren alle wei3 und der Bereich werde von
(n+1),, nach (n+1)s im Uhrzeigersinn tberstrichen.

Nun betrachten wir die n+1 Sektoren, die dem Sektor (n+1),, im Uhrzeigersinn folgen. Nach der
Aussage des vorigen Absatzes ist der erste schwarze Sektor dabei der Sektor (n+1)s; der erste
weil3e Sektor — sofern existent — ist der Sektor 1,,. Insgesamt gibt es unter diesen n+1 Sektoren
also k schwarze und n—k+1 weil3e Sektoren fur ein bestimmtes ganzzahliges k mit 1 < k< n+1.
Dem Uhrzeigersinn folgend haben also die schwarzen Sektoren die Nummern (n+1), (n+1-1),
... (n—k+2))s; die weilRen Sektoren — soweit existent — die Nummern 1, 2y, ..., (h—k+1),,. Damit
enthalten diese Sektoren genau die Nummern 1, 2, ..., n—-k+1, n-k+1, ..., n+l; das war zu
zeigen.

3. Beweis (konstruktive Losung): Wir bezeichnen die Sektorengrenzen fortlaufend im Uhrzeigersinn
mit ro, r4, ..., F2n-1, UNd zZwar so, dass rq bei Rotation im Uhrzeigersinn nach r; den mit 1 nummerierten
weiflen Sektor Uberstreicht. Weiter betrachten wir zu einem gegebenen i die auf r; im Uhrzeigersinn
folgenden Sektoren; mit w(i) bezeichnen wir die Nummer des ersten wei3en Sektors, mit (i) die
Nummer des ersten schwarzen Sektors. Mit dieser Bezeichnung haben die auf die Sektorengrenze r;
im Uhrzeigersinn folgenden wei3en Sektoren die fortlaufenden Nummern w(i), w(i)+1, w(i)+2, ..., evtl.
w(i) + k—n, usw.; die auf die Sektorengrenze i im Uhrzeigersinn folgenden schwarzen Sektoren die
Nummern (i), s(i)-1, s()-2, ..., evtl. s(i) — k + n, usw.

Nun betrachten wir die n Sektoren, die auf die Sektorengrenze ro im Uhrzeigersinn folgen, und
unterscheiden zwei Félle:

Fall 1: Alle diese n aufeinander folgenden Sektoren sind weil3. Dann enthalten diese auch alle
Nummern 1, 2, ..., n; wir haben damit den geforderten Nachweis gefiihrt.

Fall 2: Es gibt darunter mindestens einen schwarzen Sektor.

Wie weiter unten gezeigt, gibt es dann ein j O{1, 2, ..., n—-1}, fur das w(j) -1 = s(j) . Aus der
Definition der s(i) und w(i) folgt dann, dass von den auf r; im Uhrzeigersinn folgenden n
Sektoren die weiBen die Nummern w(i), w(i)+1, w(i)+2, ... w(i) + k=1, die schwarzen die
Nummern s(i) = w(i) — 1, w(i) - 2, ..., w(i) — (n—k) fir ein geeignetes k 0 {0, 1, ..., n—-1} haben.
Dies sind aber gerade die Zahlen {1, 2, ..., n}.

Zum Nachweis der Existenz des j mit der genannten Eigenschaft betrachten wir die Funktion
f(i) := s(i) —w(i) und zeigen, dass diese fiir ein geeignetes j den Wert -1 annimmt:

Zunachst gilt stets eine der Beziehungen

Q) w(i+1) = w(i) namlich genau dann, wenn der auf r; im Uhrzeigersinn folgende
Sektor schwarz ist;

2) w(i+1) = w(i)+1 namlich genau dann, wenn der auf r; im Uhrzeigersinn folgende
Sektor weild und w(i) # nist

(3) w(i+l) =1 namlich genau dann, wenn der auf r; im Uhrzeigersinn folgende
Sektor weil3 und w(i) = nist.

Entsprechend gilt
(1s) s(i+1) = s(i) oder
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(2s) §(i+1)=s(i)—1und (i) #1 oder
(3s) s(i+1) =n und i) = 1.

Der Fall (3) tritt fir kein i O {0, 1, ..., n—1} ein: Aus der Konstruktion der w(i) folgt sofort, dass w(0) = 1
und w(1) =2. Aus (1), (2) und (3) folgt, dass w(i) <i+1 fur alle i O{0, ..., n—1}. Da unter den n
genannten Sektoren mindestens ein schwarzer ist, tritt — wenn i der Reihe nach die Werte 1, 2, ..., n-1
annimmt — mindestens einmal der Fall (2) ein.

Daher gilt w(i) <nfurallei O0{0, 1, ..., n}.

Solange i 0 {0, 1, ..., n=1} und der Fall (3s) nie eintritt, ist f(i+1) = s(i+1) —w(i+1) = s(i) —w(i) -1
= f(i) - 1; d.h. f(i) nimmt um genau 1 ab, wenn i um 1 zunimmt. Da w(0) =1 und 1 < 5(0) < n, also
f(0) <n-1,istf(n) = f(0+n) = f(0) - n < (n-1) -n = -1; alsoist f(j) = -1 firirgend einj<n.

Wenn aber der Fall (3s) eintritt, d.h. wenn es ein i mit s(i) =1 gibt und der auf r;,; folgende Sektor
schwarz ist, gibt es ebenfalls ein j < i mit f(i) = —1: Es ist namlich s(0) = s(1) = 1. Falls s(0) = s(1) = 1,
istf(1) = s(1)-w(l) =1-2=-1.Fallss(1)>1undeseini=2 mits(i)=1und s(i+1) = n gibt, tritt fir
alle j <i der Fall (3s) nicht ein; d.h. es ist f(j+1)=f(j)-1. Wegen w(j) < w(i) und s(j) = s(i) flr alle j <i gilt
die Abschatzung f(i) = s(i) —w(i) £ (i) -w() < 1-2=-1, d.h. es gibt bereits ein j <i mit f(j) = -1.

Bemerkung: Die Konstruktion des 3. Beweises fiihrt zu genau einer Teilungsmdglichkeit. Es kann
aber vorkommen, dass es noch mehr Teilungsméglichkeiten gibt; z.B. fuhrt die Konstruktion zur
Teilung 123465|43218756|7 8; es gibt aber auch noch die Teilung1234|65432187|
5678.
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Aufgabe 2: Man bestimme alle reellwertigen Funktionen f, die auf der Menge der positiven rationalen
Zahlen definiert sind, dort positive Funktionswerte besitzen und die die Gleichung

f(xy)

f(X)+ f(y)+2xy T (xy) = fur alle positiven rationalen x, y
f(x+y)

erfillen.

Anmerkung: Die Richtigkeit des Resultates ist zu beweisen.

Gemeinsame Bezeichnungen: Mit Q * sei die Menge der positiven rationalen Zahlen bezeichnet.

Ergebnis: f erfullt die geforderten Bedingungen = f:x - iz mitxOd Q"
X

1. Beweis:

"O" fist auf Q" definiert, reellwertig, alle Funktionswerte sind positiv und einfaches Nachrechnen
bestatigt, dass auch die in der Aufgabe vorgegebene Funktionalgleichung erfiillt ist; es ist ndmlich

1
1.1 1 2+ X +2 Xy’
(0 +10)+ 20000) = o pe2y s = LEESS =
y2+X2 +2Xy
1
2
= L = M fUra”eX,yD Q+.
1 f(x+y)
(x+y)?

"="; Wir weisen schrittweise die notwendigen Eigenschaften (A) bis (H) der Funktion f nach, die aus
der Aufgabenstellung folgen, und weisen dadurch nach, dass es aulzer f:x - iz mit xJ Q * keine
X

weitere Funktion geben kann, die die geforderten Eigenschaften hat.

Dabei benttzen wir die in der Aufgabenstellung angegebene Funktionalgleichung

f(x)+f(y)+2xyEf(xy)=% firalexy 0 Q" (%)

gelegentlich in der &quivalenten Form (Division durch f (xy) # 0 ist eine Aquivalenzumformung!)

FO) , fy) +2xy —— 1 furale xyDQ" (%)

tog) oY)~ f(x+y)
(A) f(2) :%: Wir setzen x=y =1 und erhalten so aus (*') die notwendige Bedingung
ﬁ+ﬂ+2 am = _t oder 1+1+2 = i, also direkt (A).
fam f@am f(1+1) f(2)
_ 1 . o _f@cm)
(B) f(4) 16 Wir setzen x=y=2 underhaltensoaus (*) f(2)+f(2)+2R2R2F2R) = f2+2)

zusammen mit (A) die notwendige Bedingung 8f(4) =1-2f(2) = % woraus

sofort (B) folgt.

(C) f(x+1) = ”; furallexO Q" :
—()+2x+1

F(x)
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Wir setzen y = 1; die Gleichung (*') lautet dann M+ﬁ+2xﬂl—#

f(x) f(x0) T (x+1)
oder aquivalent 1+ﬁ +2x = , woraus sofort (C) folgt.
f(X) f(x+1)
(D) f(@=1: Wir schreiben (C) mit x=2, dies ergibt zusammen mit (A) die notwendige
. 1 1
Bedingung f(3) = = ;
TD oper ATD+5
f(2)
schreibt man (C) mit x =3, ergibt sich andererseits zusammen mit (B)
f(4)= 1‘1; oder 1 = %,waswir umformen zu 16:&+7
£+2[3+1 16 Q+7 @)
f(3) f(3)

oder f(3) = %

1 _ (@
4f(M+5 9
4f(1)]?+5f(1) -9 = 0 oder auch [f (1) - 1](f (1) + 9] = 0. Hieraus erhalt man -
da f(x) >0 vorausgesetzt wird — als einzige mdgliche Lésung und damit als
notwendige Bedingung f(1) = 1.

Gleichsetzen ergibt , also aquivalent

(E) f (x+k) = 1 furalle xJ Q" und alle positiven ganzen k:
1 2
+2kx +k
f(x)
Dies beweisen wir mit vollstandiger Induktion nach k: Die Aussage ist richtig fur
alle xO Q" und k=1 (das ist dann wegen (D) gerade die Aussage (C)); und
wenn sie richtig fiir alle x 0 Q © und ein bestimmtes k ist, so erhalten wir wieder
mit (C)
f(x+(k+1)) = f((x+k)+1)) = ! =
1
+2(x+k) +1
f(x+k)
1
L ok+k? +2(x +Kk) +1
f(x)
= 1 1 , also die Richtigkeit fur (k+1) und alle x O Q ™.
+2(k +)x +(k +1)°
f(x)
®fn = n_12 fur alle positiven ganzen Zahlen n :

Dies beweisen wir mit vollstandiger Induktion nach n: Die Aussage ist mit (C) und
(D) richtig fir n = 1; und wenn sie richtig fir ein bestimmtes nist, dann ist mit (C)

1 _ 1 1

f(n+1) = = = ,
(1) 10 +2n+1 (n+1)°

&+2n+1

f(n)

d.h. die Aussage ist auch richtig fuir n+1.

(G) f (1) = n? fur alle positiven ganzen Zahlen n:
n
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Wir setzen in der Funktionsgleichung x=n, y= 1 und erhalten so aus (*) mit (F),
n
(C) und (D) die notwendige Bedingung
f(nh)
f(n)+f(i)+2m£i = —nl,also iz +f(1)+2 = 1 T
n n
andererseits ist mit (E)
(e = 1 i 1
n 1 +2n=+n?
I
n
Dies setzen wir auf der rechten Seite ein und erhalten die notwendige Bedingung
iz +f (E) +2 = ! +2n£+n2 ; diese fuihrt nach Multiplikation mit f(i) 0 zu
n n n n
f(5)
n
f(5)2+f(1)(i2 -n’)-1 = 0 oder (f(1)+i2)mf(1)—n2) = 0.
n n"'n n n n
Hieraus erhalt man - da f(x) > 0 fiir alle xJ Q" vorausgesetzt wird — als einzige
mdgliche Lésung und damit als notwendige Bedingung f(i) = n’
n
m (1 iy
Hf(—) = P2 fur alle positiven ganzen Zahlen m, n:
n

Dies beweisen wir wieder mit vollstandiger Induktion, diesmal nach m: Die
Aussage ist richtig fir m=1 und alle positiven ganzen Zahlen n (dann ist sie
namlich identisch mit (G)); und wenn sie fiir ein bestimmtes m und alle positiven

ganzen Zahlen nrichtig ist, dann folgt mit x = m undy = E aus (*') und (G)
n n

m 1
f() f()
l+ = 1 1 = n__ . n +2EED]—'
(™ @ @b nn
n n n nn nn
n2
5 2 2
n n n n n n
m o
(m+1)? _ .
= 5 ; hach Kehrwertbildung (erlaubt, da m + 1 nicht den Wert 0 an-
n

nimmt) erhalten wir so die Richtigkeit der Aussage fur m+1 und alle positiven
ganzen Zahlen n.

Da jedes x 0 Q" in der Form — mit positiven ganzen Zahlen m, n dargestellt werden kann, ist mit
n

dem Nachweis von (H) der Beweis abgeschlossen.

2. Beweis (Verallgemeinerung fiir alle x 0 R™): Mit der gleichen Argumentation wie im 1. Beweis

weisen wir zunachst nach, dass die Funktion f:x - i

— mit xO R" die gegebene Funktional-
X

gleichung sogar fiir alle x 0 R " erfullt und dort nur positive Funktionswerte besitzt. Umgekehrt kénnen
wir ebenfalls mit der gleichen Argumentation wie im 1. Beweis zeigen, dass jede Funktion f auf den
reellen Zahlen mit den geforderten Eigenschaften auch folgende Bedingungen erfiillen muss:
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) f(2)=%; (8) f(4)=%; D) (=1 sowie

(E) f(x+k) = I 1 furallexd R und k=1, 2, 3.
———+2kx +k?
f(x)
Aus dem Beweis zu (D) folgern wir f(3) = % = %;

insbesondere gilt also (K) f (k) = k_12 furk=1, 2, 3.
Nun setzen wir in der Funktionalgleichung y = k und erhalten so (da f (x) > O vorausgesetzt wird, wird
nie durch 0 dividiert)

f(kx) .
f(x+k) '

£(X)+ f (K) +2kx CF (kx)

= F(X)+ f(K)+2kx OF (k)

f (k) [q%+2kx+k2) firk=1,2,3 (wg. (E);

= FOO+ P = F (k) e+ 2k — 2kx +K2)
f(x)
. f(zx)Df(x)+f(1k) - .
R {CE

Dabei hat nach (K) der zweite Bruch auf der linken Seite fir k=1, 2, 3 den Wert 1. Die Funktion f
muss also auch die Bedingung

B fk(2X) = f(kx) fur k=1,2,3 erfillen.

Nun setzen wir in der Funktionalgleichung x =y und erhalten so

f)+f(X)+2x° O (x°) = %

= 2f(0+2X [F () ALY

f(x)

= 2(f)+2¢ TN T (E) = 4f(7)
= (M) 2(f(%)* = (4-2¢ 0 (x) f(x*) furallexO R.

Andererseits folgt mit x = 2y

f(X)+f@2x)+4x2 T (2x*) = ff((ZT)i))

1 ) o 9f(X¥)

= f(X)+Zf(X)+4X E]-Zf(x) = T(X)

5 2 _ 9f ()

= Zf(x)+xf(x) = T(x)

= 5(f()) +42f()f(¢) = 9f(xd)

= (N) 5(f(x)° (9-4x*1(x) f () furallexO R.

Die Bedingung (M) multiplizieren wir mit 5, die Bedingung (N) mit 2, setzen gleich und erhalten
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5(4-2x*F (%) f(x*) = 2(9-4x*f(x)) f (x); nach Division durch f(x%) # 0
= 20-10x*[F(x) = 18-8x°f(X)
= 2 = 2¥Xf(X
= fx) = — furallexO R.
X
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Aufgabe 3: Gegeben sei ein spitzwinkliges Dreieck ABC und ein beliebiger Punkt P im Innern des
Dreiecks. Die LotfulRpunkte von P auf die Seiten AB, BC und CA seien C', A' bzw. B'.

Bei welchen Lagen von P gelten OBAC = [O0B'A'C' und OCBA = [0C'B'A'?

Anmerkung: Die Richtigkeit des Resultates ist zu beweisen.

Gemeinsame Bezeichnungen: Um den Text leichter lesbar zu machen, werden wir gelegentlich die
Innenwinkel der Dreiecke AABC bzw. AA'B'C' wie Ublich mit a, 5, ybzw. a', ', y' bezeichnen.

Ergebnis: Esist OBAC = OB'A'C'und OCBA =0OC'B'A" < P ist Umkreismittelpunkt von AABC.

1. Beweis: Die Bedingung ist hinreichend: Sei P der Umkreismittelpunkt von AABC. Dann hat P
insbesondere von Ecke A und B die gleiche Entfernung, liegt also auf der Mittelsenkrechten von AB.
Damit fallt der FuBpunkt des Lotes von P auf die Seite AB (also C') mit dem Mittelpunkt dieser
Dreiecksseite zusammen. Analog folgert man, dass B' die Mitte von Seite AC und A' die Mitte der
Seite BC ist. Damit ist das Dreieck AA'B'C' das Mittendreieck von AABC; bekanntlich sind diese
beiden Dreiecke &hnlich; insbesondere sind dann auch entsprechende Innenwinkel gleich; dies war
Zu zeigen.

Die Bedingung ist notwendig: Sei OBAC = OB'A'C' und OCBA = [JC'B'A".
Nach Konstruktion ist OPC'A = OAB'P = 90°; damit

liegen C' und B' beide auf dem Thaleskreis Uber der
Strecke AP. Auf diesem Thaleskreis liegen
insbesondere die Punkte C', B' und A; damit enthalt
dieser Thaleskreis den Fasskreisbogen Uber der
Sehne C'B' zum Winkel OC'AB'.

Da die Punkte B' und C' auf den Schenkeln sowohl von
a also auch von a' liegen, folgt aus der Voraussetzung
a=a' sofort, dass die beiden Fasskreisbégen Uber
C'B' zu den Winkeln a bzw. a' gleichen Durchmesser
haben. Also hat das Dreieck AAC'B' einen Umkreis,
dessen Durchmesser — namlich PA — so grol3 ist wie
der des Umkreises von Dreieck AA'B'C'.

Mit analoger Schlussweise erhdlt man: Aus B= g
folgt, dass auch das Dreieck ABA'C' einen Umkreis
hat, dessen Durchmesser — namlich PB - so groR3 ist

wie der des Umkreises von Dreieck AB'C'A'.

SchlieBlich folgt aus a=a' und = (', dass y= y'; und hieraus wie oben, dass auch das Dreieck
ACB'A' einen Umkreis hat, dessen Durchmesser — namlich PC — so grof3 ist wie der des Umkreises
des Dreiecks AC'A'B'. Insgesamt ist also PA = PB = PC: dies ist gleichbedeutend damit, dass P
der Umkreismittelpunkt des Dreiecks AABC ist.

Variante fur den Nachweis, dass die Bedingung notwendig ist (Sinussatz): Mit r sei der Radius des
Umkreises von Dreieck AA'B'C' bezeichnet. Nach Sinussatz gilt
BC _ AC _ BC

sin(@’)  sn(8)  sin(y)
Nach Konstruktion sind im Viereck AC'PB' bei C' und bei B' rechte Winkel; damit liegen C' und B' auf
dem Thaleskreis Uber der Strecke AP. Also ist AP Durchmesser des Umkreises von Dreieck AAC'B';
aus diesem Dreieck erhalten wir so mit Sinussatz

AP B'C :analog BP = AC  nd P = BS

sin(a) sin(8) sin(y)

Sei nun a=a'und = £'. Dann ist mit Satz von der Innenwinkelsumme im Dreieck auch y= y' und
es folgt mit Sinussatz

10
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AP :BP : CP = ﬁ : R : ﬁ = ﬁ : E : ﬁ = 2r:2r:2r.
sin(@) sin(B) sin(y) sn(a) sn(B) sin(y)

Insbesondere ist AP = BP = CP , d.h. P ist gleichweit von A, B und C entfernt und damit Umkreis-
mittelpunkt von AABC.

2. Beweis: Nach Konstruktion ist OPC'A = OAB'P = 90°; damit liegen C' und B' beide auf dem
Thaleskreis Uber der Strecke AP. Das Viereck AC'PB' ist also ein Sehnenviereck. Ferner liegen P und
A in verschiedenen Halbebenen bzgl. der Geraden B'C'; entsprechend liegen P und B bzw. P und C in
verschiedenen Halbebenen bzgl. A'C' bzw. A'B'. Hieraus folgt, dass P auch im Innern von AA'B'C'
liegt.

Da P im Innern von AABC liegt, teilen die Strecken PA, PB, PC die Winkel a, fund y jeweils in zwei
Teilwinkel, die wir in kanonischer Weise mit a1, o, B, (5, W, ) bezeichnen. Ebenso teilen die
Strecken PA', PB', PC' die Winkel a', #' und y' jeweils in zwei Teilwinkel auf.

A" und B liegen auf dem gleichen Kreisbogen Uber PC', ebenso liegen A’ und C auf dem gleichen
Kreisbogen Uiber PB'. Nach Umfangswinkelsatz haben damit die beiden Teilwinkel bei A" die Weite £
bzw. s.

="
Wenn P der Umkreismittelpunkt von AABC ist, dann ist AP = BP, also ist das Dreieck AAPB
gleichschenklig und somit a, = £; mit analoger Schlussweise ist a; = 5. Also ist
a'= [+ = an+a = A, mitanaloger Schlussweise folgt ' = S und y' = ¥

"a"

Wenn P nicht Umkreismittelpunkt von AABC ist, nehmen wir 0.B.d.A. an, dass PB # PA und

weiter 0.B.d.A. sogar PB < PA . Im Dreieck AAPB liegt der gréReren Seite der groRere Winkel
gegeniber, es ist also £, > as.

Die Annahme a' = aund B' = Sfuhren wir nun folgendermalRen zum Widerspruch:

Ausa' = a,also B+ = a+ ay , folgt mit B> a, sofort j5 < a, also PA < PC.

Aus B' = fund a' = a folgt y' = y, also auch a1+ = b+ )4, zusammen mit
B < m folgt Z< )i, also PC < PB.

Zusammengesetzt ergibt sich der Widerspruch PB < PA < PC < PB.

3. Beweis (mit Hilfsdreieck; verkirzt, da einige Lagebeziehungen nicht diskutiert): Die Gerade AP
schneidet den Umkreis von AABC in einem von A verschiedenen Punkt; diesen bezeichnen wir mit Ay;
entsprechend bezeichnen wir mit B; und C; die von B und C
verschiedenen Schnittpunkte von BP und CP mit dem Umkreis
von AABC. Nach Konstruktion ist der Umkreis von AABC
gleichzeitig Umkreis von AA;B1C;.

Da das Viereck PA'CB' bei A' und B' einen rechten Winkel besitzt,
ist der Thaleskreis Uber der Strecke PC gleichzeitig Umkreis
dieses Vierecks.

Nach Umfangswinkelsatz (Sehnen AC, bzw. B'P) und nach Kon-
struktion (B'CCA und POCC,) gelten nun folgende Identitéaten:

OAA,C, = OACC, = OB'CP = OB'A'P.

mit analoger Schlussweise auch OB;A;A = 0OB;BA = OPBC'
= OPA'C'; damitist o = a.

Ebenso folgt 5, = B'; damit sind die Dreiecke AA'B'C' und AA;B;C; gleichsinnig &hnlich (unabhangig
von der Lage von P!)..

11
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Falls nun a = a' und auch 8 = ', so sind alle drei Dreiecke gleichsinnig ahnlich. Da AABC und
AA;B;C; den gleichen Umkreis haben, sind diese beiden Dreiecke sogar gleichsinnig kongruent,
insbesondere sind A;B; und AB Sehnen gleicher Lange am gleichen Kreis. Damit liegen sie
achsensymmetrisch zur Mittelsenkrechten der Strecke AB; (die identisch mit der Mittelsenkrechten
der Strecke A;B ist); der Schnittpunkt der anderen Verbindungsgeraden der Endpunkte — also P -
muss ebenfalls auf dieser Mittelsenkrechten liegen.

Auch die Strecken B;C; und BC sind Sehnen gleicher Léange am gleichen Kreis, also liegt P auch auf
der Mittelsenkrechten von C;B. Damit ist P der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten zweier
verschiedener, nicht-paralleler Sehnen und somit notwendigerweise der Umkreismittelpunkt.

Ist umgekehrt P der Umkreismittelpunkt, so ist AA'B'C' das Mittendreieck von AABC, diese beiden
Dreiecke sind bekanntlich &hnlich.

12
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Aufgabe 4: Eine positive ganze Zahl heil3e ziffernreduziert, wenn in ihrer Dezimaldarstellung héchs-
tens neun verschiedene Ziffern vorkommen. (Dabei werden fihrende Nullen nicht beriicksichtigt.)

Es sei M eine endliche Menge ziffernreduzierter Zahlen.

Man beweise, dass die Summe der Kehrwerte der Zahlen aus M kleiner als 180 ist.

Gemeinsame Bezeichnungen: Mit Z, sei die Menge der positiven ganzen Zahlen mit n Stellen
bezeichnet, also die Menge der positiven ganzen Zahlen im Intervall [10”'1;10”—1].

Mit R,, sei die Menge der ziffernreduzierten Zahlen mit n Stellen (n = 1) bezeichnet.

SchlieBlich bezeichnen wir fiir eine Menge A von positiven ganzen Zahlen die Summe der Kehrwerte
der Zahlen aus A mit Z(A).

1. Beweis: Wir zeigen zunachst, dass

(A) 2(Ry) < 2,83 furallen=1,2,3,...:
Esist R, O Z,, also auch stets 2(R,) < Z(Z,) , also
9
Z(R) = Z(Z) :z} =1+05+ L 0,25+ 0,2 PR +0,125 + 2
ol 18 18 7 18
117+18) 3

= 2,075 + E + 1 = 2,075+ g = 2,075+ ﬂ
18 7 (187) @ 1008

= 2,075 + 7051%% < 2,07/5+0,7+0,065 = 2,830.

Fir n>1 fassen wir in Z(Z,) die Kehrwerte von ganzen Zahlen mit gleicher Anfangsziffer
zusammen und erhalten so 9 Teilsummen mit jeweils 10™ Summanden; in jeder dieser
Teilsummen ersetzen wir jeden Summanden durch den jeweils grofiten. Es ergibt sich

9

9
S(Ry) < 3(Z) < Z(m"*alﬁ] = Zi < 2,830.
i=1 jao i=1 )

Nun zeigen wir, dass auch
(B) 3(R,) < 100 M,9" furallen=1,2,3,...:

MitD; (i=0, 1, 2, ..., 9) sei die Menge der Ziffern ohne die Ziffer i, also {0, 1, ..., 9} \{i} bezeich-
net; mit T; die Menge der n — Tupel aus der Menge D;. (Aus praktischen Griinden wird hier auf
die eigentlich notwendige Angabe des Parameters n verzichtet.) Jede ziffernreduzierte Zahl mit
n Stellen kann als ein solches n-Tupel aus mindestens einem der T; aufgefasst werden. Nach

9
bekannter Formel ist |T;| = 9" undsomit |R) < ) |T| = 100"
i=0

In R, ist keine zahl kleiner als 10™", also ist in 2(Rp) kein Summand gréfRer als Man

On—l )

kann also (sehr grob!) abschéatzen:

SRy < IR, |—— < 10[9”9#,1 = 100 [D,9".
min(R,,) 10"

Mit diesen beiden Abschatzungen (die erste verwenden wir fir Zahlen mit héchsten s Stellen, die
zweite fir Zahlen mit mehr als s Stellen) kénnen wir nun den eigentlichen Beweis formulieren: Die
grofdte Zahl aus M habe nicht mehr als r Ziffern, es ist dann fur jedes s < r unter Verwendung der
Summenformel fur die geometrische Reihe

r

(M) < Zr:z(R‘) = iZ(R‘)+ZZ(R‘) < 2,83s + Zr:100EGJ,9i

i=s+1 i=s+1

13
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2,83s + 100[(]),9“12:0,9i = 2,83s+ 100[&),9“;
i=0

IN

1-0,9

2,83 s+ 900 [D,9°
Fir z.B. s= 32 ist dieser Wert tatsachlich kleiner als 180, was man leicht nachrechnet:

(M) 2,83 B2 + 900 [0,9% = 90,56 + 900 [D,81"°
90,56 + 900 [D,7® < 90,56 + 900 [D,5* = 90,56 + 900 [D,0625
90,56 +56,25 = 146,81 < 180.

1A IA

Bemerkungen: Diese Abschatzung der oberen Schranke ist recht grob, eine Berechnung mit
Taschenrechner macht fir s= 32 die Abschatzung *(M) < 121,464 glaubhaft; fir s= 33 sogar die
scharfere Abschatzung (M) < 121,203.

Numerische Berechnungen machen sogar 65,74331 < sup(Z(M)) < 65,74332 glaubhatft.

Die Abschéatzung (A) kann verschérft werden zu (man deute die Teilsumme der harmonischen Reihe
als Untersumme bei der Berechnung von de)

(A%) (R < In(10)+10 ™M -10™,

also 2(R;) < 2,83; £(R2) < 2,5; 3(Ry) < 2,4 fir n = 3. Hiermit erhadlt man scharfere Abschatzungen fur
>(M), die hier nicht ausgefiihrt werden. Zu bedenken ist hierbei, dass die oben verwendete
Abschatzung von In(10) nicht einfach einer Tabelle entnommen werden kann (vgl.
Teilnahmebedingungen).

Zur Abschatzung (B) von Z(R,) und deren Verwendung im Beweis gibt es folgende Varianten:
Variante 1 (mit Formel von Sylvester):
Es ist (B%) 3(Ry) < 90[D,9" fir n = 7:

A, bezeichne die Menge der ganzen Zahlen aus R,, in deren Dezimaldarstellung die Ziffer x
nicht vorkommt; mit dieser Bezeichnung ist R, = AjOA:O...0AsO Ag. (Aus praktischen
Grunden wurde bei dieser Beschreibung auf die eigentlich nétige Aufnahme eines Index n
verzichtet.)

Analog sei die Menge der ganzen Zahlen aus R, in deren Dezimaldarstellung weder die Ziffer x
noch y noch ... noch z vorkommt, mit A, . , bezeichnet (xv,..,z0O{0, 1, 2, ..., 9},
x<y<..<z). Esistdann Ay . .. = AnAyn..nA,. (Man beachte, dass hier i.A. keine
Zerlegung von A, . vorliegt!)

Nach der Formel von Sylvester ist (die Indices nehmen dabei Werte aus {0, 1, ..., 9} an, vor
dem letzten Gleichheitszeichen wurde der letzte Summand weggelassen, da
AcnAin...nAg = D)

IRl = IUAT = 2IAT-2IAnA I+ X IANANA =+ > IANAN.NA|

i i<j i<j<m i<j<..<m
—

9

9
DI EG A D L *)
k=1 X<Y<.<Z

Zu einer gegebenen Auswahl von k Ziffern x<y<...<z bestimmen wir nun |A
Berechnung unterscheiden wir zwei Félle:

|. Bei der

X, Yy Z

Fall1: x#0, d.h. es gibt Zahlen in A, , ., in denen die 0 vorkommt. Dann stellen die
n - tupel, deren Stellen mit einer der von x, y,..., Z verschiedenen Ziffern besetzt sind
und deren erste Stelle von 0 verschieden ist, in ein-eindeutiger Weise die Zahlen von

.....

14
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Es gibt (a) solche Ziffernkombinationen aus k Ziffern x<y<..<z mit x#0.

n - tupel, dessen Stellen mit einer der von X, Y, ..., Z verschiedenen Ziffern besetzt ist,
die erste Stelle von 0 verschieden; diese n — tupel stellen also in ein-eindeutiger Weise
die Zahlen aus A, ., dar. Da es (10-Kk) solche Ziffern gibt, ist nach bekannter
kombinatorischer Formel |A,y, . = (10 -K"

9
K —

Es gibt ( ) solche Ziffernkombinationen aus k Ziffern x<y<..<z mit x=0.

Hieraus erhalten wir

X,YenZ

2 |a

X<Y<..<Z
[ A

(ﬁ)((lo—k)“ ~10-k)m) +(k?1) (10 —K)"

(8o oo

(1£)(1o —K)" —(E) 10-k" =

101(10-K)" _ 9(10-K)"* (10-K)

k!(10 - K)! kI(9-K)! (10 —K)

_ 10/10-K)" 9110 -k)" _ 10—k 1059 _
k!(10 —K)! k!(10 —K)!

10-k)" 99!

KI(10 - K)(9 —K)!
= 9MI0-K)™* (ﬁ) .

Diese Werte setzen wir nun in (*) ein und erhalten (weiter unten wird noch (ﬁ):(g‘fk)

benitzt):

9
IRl = > (=) Y
k=1 S

k

e N Ly (A N

< 9™ fiir gentigend groRe n, z.B.n=7. (Nur der 1. Summand in der groBen Klammer kann
negativ werden; flr n > 7 ist er positiv; damit ist der Inhalt der Klammer sicher positiv.)

Ax,y ..... z

= Zi:(—l)(k*l) @ [o-k)™ (ﬁ)

Es gibt 910™" ganze Zahlen mit n Stellen; davon hat 10" den gréRten Kehrwert. Man kann
also abschéatzen:

1 9n+1
<

: < — = 810,9"" = 90 [D0,9" furallen>7.
min(R,) 10"

2(Rn) < |R,|

Dies verwenden wir in einer zum 1. Beweis analogen Schlussweise und erhalten fur s = 32 = 6:

(M) < 283[0L+ 2190[(]),9i < 2,838 + 90 [10 [D,9°" = 2,835 + 810 [D,9°

i=s+1
2,83 B2 + 810 [D,0625 = 90,56 + 50,625
141,185 < 180.

Bemerkung: Mit Hilfe eines Rechners wird fliir s = 32 die Abschatzung (M) < 118.373 glaubhatft.
15
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Variante 2:
Es ist (B**) 3(R,) < 28,3[D,9™

Wir untersuchen die positiven ganzen Zahlen mit n Stellen und Anfangsziffer z Jeder der

ziffernreduzierten Zahlen in dieser Menge fehlt eine Ziffer z< 0 {0,1,2,...,9} \ {Z}; zu jeder Ziffer z*

gibt es jeweils 9™ solche Zahlen. Insgesamt gibt es also unter den n-stelligen Zahlen mit

Anfangsziffer z nicht mehr als 9 (O™ = 9" ziffernreduzierte Zahlen. In der Summe der

Kehrwerte dieser Zahlen ersetzen wir jeden Summanden durch den gréf3ten, also durch
1 1

———,; der Wert der Summe dieser Kehrwerte ist also hochstens  9"EG———
z{10 z[10
1 n-1 1 n '
= Z P9 = = [10[D,9". Damit ist
z z

(R, < 100D,9" < 10([0,9"[2,83 = 28,3 [D,9".

M@
N |~

Il
-

z:

Dies verwenden wir in einer zum 1. Beweis analogen Schlussweise und erhalten so fiir s = 20

(M)

IN

2,830+ Y 283M0,9 < 2830+ 283[10(D,9" = 2,83 s + 1000,9°7)

i=s+1

IN

2,83 [(20 + 100 [0,9%) = 2,83 ({20 + 1000,729") < 2,83[(20 + 100 IZ(%)7)

2187 3 5 83120 + 100 02299y < 283 (120 + 15)
16384 16000

2,83[(20 + 100 [

99,05 < 180.

Bemerkung: Die Verwendung eines Rechners macht fir s = 20 die Abschatzung >(M) < 87,566
glaubhaft; fir s = 21 sogar scharfer (M) < 87,300.)

2. Beweis: Wir bezeichnen mit A(z) die Menge aller positiven ganzen Zahlen, in denen die Ziffer z
nicht vorkommt, mit A(z,n) die Menge der Zahlen aus A(2) mit n Stellen.

Jede Zahl mO A(z, nt1) entsteht aus einer Zahl m* 0 A(z,n) durch Anhéngen einer Ziffer, die von z
verschieden ist; d.h. esist m = 100* +y mity 0 {0, 1, ...,9}, y # z Dann ist

_ 1 _ o 1
Z(A(zn+1) = = = —
anA(zr 1) & a*0A(z,n) ﬁg 10a t+y
< ) N 7))
atitzn y=10a atA(zn) 10 @

Mit vollstandiger Induktion und mit der Formel fir die geometrische Reihe (es st

09 = — 1 - 10)erhaltman
i=0 ]'_-()lsa

2(A(2)

2(A(z1) + Z(A(z,2)) + Z(A(z,3)) + ...
(A(z1) (1 +0,9+0,9°+..] = 10IX(A(z1)).
Einfaches Nachrechnen zeigt, dass

_ &1 2520+1260 +840 +630 +504 +420 +360 +315 +280 _ 7129
S:=2A0) = Zi_ - 2520 T 2520°
i=1

IN

Weiter folgt aus den Definitionen unmittelbar >(A(z1)) = S - 1 (zO{1, 2, ..., 9}.
z
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Nun schatzen wir (M) ab: Da M 0O A(0) O A(1) O ... O A(10), ist in einer ersten Ungleichung
(M) < Z(A0) + Z(A1) + Z(AQ) + ... + Z(A(9)).

Hierin sind die Kehrwerte der einstelligen Zahlen, also 2(Z;), 9 Mal gezahlt, also 8 Mal zuviel; die
Kehrwerte der zweistelligen Zahlen, also Z(Z,), sind mindestens 8 Mal gezahlt, also 7 Mal zu viel, ...,
die 8stelligen Zahlen sind mindestens zwei Mal gezahlt, also 1 Mal zuviel. Wir kénnen also etwas
scharfer abschéatzen :

9 8
M) < Y EAR) - X0-1)X(Z)
z=0 i=1
In diesem Ausdruck ist Z, = Z(A(0,1)) = S; ferner firi =2
1 1 1 1 1 1 1

>(z) = — +—— +..+ — + — +.. + — +,. +.. + — —
107 107t +1 200" 2M@0'*+1 3mo'* 1010* 10007
1 11 107 107" 10" 1
> —— —Z+4+Z 4+ — + .+ . .
10" 1 1 2010°% 300 1000* 10007
> S-1- i
10'

Der Rest ist Rechenarbeit:

(M)

IA

YIA@) - Y O-)xz)

1 1 1
< 10[[S+(S—E)+(S—§)+...+(S—§)]

1 1 1
- 8% - 7(S-1- —)- 6S-1-—) —..- 1(S-1- —
s 101) Il ) s 10

10° )

7 .
=90[B - 10(% + % + .. +%) - (8+7+..+1)[S + (7+6+..+1) + Z(S—i)EIlO"
i=1

=905 -10O0S-1) - 36 5 + 28 + 0,7654321

= 44 [S + 38 + 0,7654321 = % + 38,7654321

*
= 1729 | o9 2654321

630

< _72‘3‘(1)9 + 38,7654321 < —82880 +38,7654321 = 178,7654321 < 180.

Bemerkungen: Diese Aufgabe ist eng verbunden mit den zehn Kempner-Reihen, diese entstehen
aus der harmonischen Reihe durch Entfernen aller Summanden, deren Kehrwert eine bestimmte
Ziffer z nicht enthalten. Im 2. Beweis sind sie mit Z(A(z)) bezeichnet, dort ist auch deren Konvergenz
gezeigt. (Quelle: viele Lexika, z.B. http://mathworld.wolfram.com/KempnerSeries.html); oder Baillie, R. "Sums of
Reciprocals of Integers missing a Given digit." Amer.Math.Monthly 86, 372-374, 1979.)
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