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Aufgabe 1
Auf dem Tisch stehen zwei Schalen; in der einen liegen p, in der anderen g Spiel-
steine (p, g ¢« N). Zwei Spieler A und B ziehen abwechsel:nd, wobei A beginnt.
Wer am Zug ist,
nimmt aus einer der Schalen einen Stein weg

oder nimmt aus beiden Schalen je einen Stein weg

oder legt einen Stein aus einer der Schalen in die andere.
Gewonnen hat, wer den letzten Stein wegnimmt.
Unter welchen Bedingungen kann A, unter welchen Bedingungen kann B den Ge-
winn erzwingen ? Die Antwort ist zu begriinden.
Losung
Die Schale mit zundchst p Steinen werde als “linke Schale”, die andere als "rechte
Schale” bezeichnet.. Flr nichtnegative ganze Zahlen m und n bedeute die Darstel-
lung (m, n), dafl in der linken Schale m Spielsteine, in der rechten Schale n Spiel-
steine liegen. Offensichtlich ist so jeder Spielsituation umkehrbar eindeutig eine Dar-
stellung (m, n) mit m, n {0, 1, 2, .., p+*q} zugeordnet.
Die Staristellung des Spiels ist somit (p, q), das Spiel endet mit der Stellung (O, 0).
Eine Stellung (m, n) heifie genau dann glaff , wenn m und n beide gerade sind.
Wenn eine Stellung (m, n) nicht glatt - also insbesondere verschieden von (0, 0) ist,
gibt es einen Zug, der sie in eine glatte Stellung Uberfihrt: Man verringere - gemas
den Regeln des Spiels durch Wegnehmen von einem bzw. zwei Steinen - die unge-
rade(n) der Zahlen m und n um 1. Hierbei wird die Gesamtanzahl der noch in den
Schalen liegenden Steine um mindestens 1 verringert.
Wenn umgekehrt eine Stellung glatt ist, wird sie von jedemn der mdglichen Ziige in
eine nichtglatte Stellung Ubergefiihrt, denn mindestens eine der beiden geraden Zah-
len m und n wird durch einen erlaubten Zug um 1 verringert, also ungerade. Hierbei
wird die Gesarntzahl der noch in den Schalen befindlichen Steine nicht vergréfiert,
sondern bleibt allenfalls - bei Umlegen eines Steines von einer Schale in die andere-
gleich.
Da also jeder Spieler, wenn er am Zuge ist, notwendigerweise aus einer glatten Spiel-
stellung in jedemn Fall eine nichtglatte macht, wobei die Gesamtzahl der Steine in den
Schalen nicht wichst, und stets aus einer nichtglatten Stellung eine glatte machen
kann, wobei die Gesamtzahl der noch im Spiele befindlichen Steine abnimmt, ergibt
sich folgende Gewinnstrategie fiir A, falls p oder g ungerade ist:
A erzeugt durch seinen Zug eine glatte Stellung, aus der B jeweils im Gegenzug wie-
der eine nichtglatte Stellung macht. Da bei jedem Zugpaar von A und B die Gesamt-
zahl der Steine in den Schalen abnimmt, wird irgendwann die Stellung (O, 0) er-
reicht - und zwar von A, da diese Stellung glatt ist. A gewinnt also.
Sind hingegen p und q beide gerade, erzeugt A mit seinem ersten Zug zwangslaufig
eine nichtglatte Stellung, worauf das Spiel analog zum ersten Fall verlduft - nur mit
Vertauschung von A und B.
Cenau dann kann also A den Gewinn mit der oben angegebenen Strategie erzwin-
gen, wenn mindestens eine der Zahlen p, q ungerade ist. Andernfalls kann B den
Gewinn erzwingen.
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Aufgabse 2

Eine natlrliche Zahl n heifit genau dann gut, wenn sie sich auf eine und nur eine

Weise als Summe mindestens zweier natirlicher Zahlen darstellen laft, deren Produkt

ebenfalls den Wert n hat; hierbei werden Darstellungen, die sich nur durch die Rei-

henfolge der Summanden unterscheiden, als gleich angesehen.

Man bestimme alle guten natlrlichen Zahlen.

Losung

Die folgenden vier Fille werden fiir die zu untersuchende natirliche Zahl n nach der

Anzahl der Primfaktoren von n unterschieden; hierbei ist mit der Anzahl der Primfak-

toren, die Anzahl der Fakioren in der Primfaktorzerlegung gemeint; die Primfaktoren

sind also nicht notwendigerweise verschieden.
(1) n-=1,
(2) n ist eine Primzahl,
(3) n hat genau zwei Primfaktoren,
(4) n hat mindestens drei Primfaktoren.

Zu (1: Die Zahi 1 &8t sich auf keine Weise als Surmme zweier natlirlicher Zahlen
darstellen; sie ist also nicht gut.

Zu (2: Die Primzahl n &8t sich nur in der Form n = 1k - n  mit keN als Produkt
mindestens zweier natirlicher Zahlen darstellen. Da die Summe der Faktoren
bei dieser Darstellung n+k betragt, ist n wegen n<n+k keine gute Zahl.

Zu (3 Die Zahl n hat genau zwei Primfakioren p und q; oBdA gelte p<q.

Dann sind n = pq , n = 1X-p'q mit kelN bzw. n = n-1k mit kelN die drei einzi-
gen Mdglichkeiten, n als Produkt mindestens zweier natlrlicher Faktoren dar-
zustellen. Dabei liefert der Unterfall n = n-1¥ mit kelN wegen n<n+k keine
Zerlegung der erwiinschten Art. ‘

Allgemein gilt p+q < 2q < p'q , wobei Gleichheit an beiden Stellen genau
dann vorliegt, wenn p-=g=2 ist. Der erste Unterfall fihrt also genau dann zu
einer Darstellung der verlangten Art, wenn n = 4 ist.

Genau dann ist die Gleichung 'lk-p-q=k-1+p+q mit kelN erfillt, wenn k=p-g-p-q
gilt, also k = (p-1Xg-1)-1. Fir n=4 ist p=q=2, also (p-1Xg-1)-1 = O ; man erhalt
daher in diesem Spezialfall keine weitere Darstellung; 4 ist somit gut.

Fir alle von 4 verschiedenen Zahlen mit genau zwei Primfakioren p, q ergibt
sich mit k = {(p-1)Xg-1)-1 eindeutig die natirliche Zahl k, mit welcher eine
Zerlegung gemdfl dem betrachteten Unterfall moglich ist. Alle natlrlichen
Zahlen mit genau zwei Primfakioren gehdren also zu den guten Zahlen.

Zu (4): Da n mehr als 2 Primmfaktoren besitzt, la8t sich fir n eine Darstellung der fol-
genden Form finden: n = a-b'c mit a, b, ¢ ¢N, 2<as<bsc.

Man definiere die zwei ganzen Zahlen k und m durch k := abc-a-b-c und
m := abc-ab-c. Dann ist k 2 m > O, wie die folgende Ungleichungskette zeigt:
k = abc-a-b-c = abe-(asb)-c 2 abc-ab-¢ = (ab-1Xc-1)-1 2 31-1=2 > O.

Mit diesen natlirlichen Zahlen k und m gewinnt man nun zwei verschiedene
Darstellungen der betrachteten Art fir n.
 n=abeclk=abc-a-b-c+a+b+rc=a+b+c+kl

2 n=@rciI™m=ab+rc+@c-ab-c)=ab+c+mi.

Die beiden Darstellungen sind verschieden, da die erste Summe mehr Sum-
manden hat als die zweite.

Keine der natlrlichen Zahlen mit mehr als zwei Primfaktoren ist also gut.

Ergebnis: Genau die natirlichen Zahlen sind gut, die genau zwei Primfaktoren haben.
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Aufgabe 3

Gegeben ist ein Dreieck ABC mit den Seitenlangen a, b, c. Drei Kugeln beriihren
sich paarweise und berGhren aufierdern die Ebene des Dreiecks in den Punkten A, B
bzw. C,

Man bestimme die Radien dieser Kugeln.

Vorbemerkung

Die Ebene des Dreiecks zerlegt den Raum in zwei Halbrdume. Offensichtlich liegen
alle drei Kugeln im gleichen Halbraum, denn ldgen zwei der Kugeln - sie mdgen
sich in P berlihren - in verschiedenen Halbrdumen, kénnte die dritte Kugel unter den
gegebenen Voraussetzungen die beiden anderen ebenfalls nur in P berlhren, das
Dreieck ABC wiére also zu einem Punkt ausgeartet. Die die Kugeln die Ebene in drei
verschiedenen Punkten berlihren, ist eine Innenberiihrung der Kugeln ausgeschlossen.
Emste Losung

Die Radien der Kugeln dber A, B, C seien in dieser Reihenfolge mit r, s, t bezeichnet.
Da der Berdhrradius im Eckpunkt des Dreiecks jeweils senkrecht auf der Ebene des
Dreiecks steht, und da die Bertihrradien in den gegenseitigen BerGhrpunkten der Ku-
geln jeweils auf einer Gerade durch die Mittelpunkte der beiden Kugeln liegen, ent-
steht Uiber jeder Dreiecksseite ein Trapez, das als parallele Seiten jeweils zwei der Ku-
gelradien hat.
Aufgrund der Rechtwinkligkeit ergibt sich (durch Anwen- s
dung des Satzes von Pythagoras, s. Figur rechts) : )
( +s)2 = c2+ (r - 5)% dies ist Aquivalent zu c2 = 4rs .
Die Gleichung c¢Z2 = 4rs setzt dabei nicht die fiir die Zeich-

nung zugrundegelegte Beziehung r > s voraus, denn wegen a“ m a B
@ - 82 = (s - 12 gilt die hergeleitete Gleichung auch, wenn s gréfler als r ist. Ist
schliefllich speziell r=s,s0 gilt c =1+ 5= 2r, also c2 = 412 = 4rs.

Unter Ausnutzung der Symmetrie der Aufgabenstellung erhdlt man aus c2 = 4rs
durch zyklisches Weitergehen: a2 = 4st und b2 = 4tr.

Damit ergibt sich a2b2c2 = 4rs - 4st - 4tr = 64125212, also abc = 8rst.

Aus abc = 8rst und ¢2 = 4rs ergibt sich durch Einsetzen abc = 2c¢2t, also t = *%(k:l

Analog (oder einfacher durch zyklisches Weitergehen) ergeben sich die Werte fur r
und s, so dafl man folgendes Resultat hat:

Die gesuchten Kugelradien sind r - 5’;1 . s=% und t- -%E— .

Zweite Losung

Die Radien der Kugeln lber A, B, C seien wie in der ersten Losung mit 1, s, t, die
Mittelpunkte der zugehdrigen Kugeln mit R, 5, T be-
zeichnet. Die Skizze zeigt wieder das Trapez ABSR
mit rechten Winkeln an den Ecken A und B (vgl
hierzu die erste Losung). Die Ebene E dieses Trapezes
enthalt auch den Berdhrpunkt P der Kugein. Die
Tangentialebene schneidet die Ebene E in einer Ge-
raden; deren Schnittpunkt mit AB sei mit Q bezeich-
net.

Die Winkel ARP und BQOP sind gleich gro8, da sie beide jeweils vierter Winkel in ei-
nem Viereck mit zwei rechten Winkeln und dem Winkel PSB sind. Die gleichschenk-
ligen Dreiecke APR und BPQ sind also &hnlich; entsprechend sind die Dreiecke PAQ
und PBS &hnlich. Da die Vierecke AQPR und BSPQ durch orientierungstreues Anein-
anderlegen dieser Dreiecke ldngs der Seite AP bzw. PB entstehen, sind diese Vierecke
ebenfalls dhnlich.
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Man erhalt daher

1) RA:AQ = QB:BS.
Da jeweils zusamengehorende Tangentenabschnitte gleiche Lange haben, sind die
Strecken QA und QP gleich lang, entsprechend die Strecken OB und QP und somit
auch QA und OB; Q ist also der Mittelpunkt der Strecke AB; AQ = QB = % .
Wegen (1) erhalt man daher r: -(2:— = % :s und somit

@ &= s,
Aus (2) erhédlt man die Gleichungen a?=4st und b?=4tr durch zyklisches Weiter-
gehen; Multiplikation der Darstellungen von a2, b?, ¢? miteinander und anschliefien-
des Wurzelziehen liefert

3 abc = 8rst.
Durch Division von (3) durch (2) ergibt sich t = gg; analog - oder einfach wieder
durch zyklisches Weitergehen - gelangt man schlieilich zu r = g* und s = 55 .

Aufgabe 4

Eine endliche Menge {a1, az, .. ., ai} natlirlicher Zahlen mit a4 <ay<a < ...<a heifit
genau dann alternierend, wenn i+a; flir i=1,2,3,...,k gerade ist. Auch die leere
Menge gelte als alternierend. Die Anzahl der alternierenden Teilmengen von
{1,2,3,...,n} wird mit A(n) bezeichnet.
Man entwickle ein Verfahren, mit dem sich A(n) flir jedes nelN bestimmen Ladft, und
berechne damit A(33).
Losung
Die Menge {1} hat nur die Teilmengen {1} und {}; beide sind alternierend. Die
Teilmengen von {1,2} sind {1,2}, {1} {2} und {} hiervon ist nur {2} nicht alternie-
rend. Man hat daher als erstes Resultat: A(1) = 2, A(2) - 3.
Es wird nun gezeigt, daf8 fir alle natlrlichen Zahlen n, die gréfer als 2 sind, die
folgende zweigliedrige Rekursion gilt: (0 A = An-1) + A(n-2).
Durch Abspulen der Rekursion erhalt man

A(33) = A(32)»A(31) = 2A(31)1A(30) = ... = Q22T 468.
Nachfolgend wird die Richtigkeit der Rekursionsgleichung (0) nachgewiesen.
Erster Bewels:
Eine Teilmenge von {1,2,3,...,n} heiBe n-passend, wenn sie alternierend ist und die
Anzahl ihrer Elemente die gleiche Paritdt wie n hat, also zugleich mit n gerade bzw.
zugleich mit n ungerade ist. Mit P(n) werde die Anzahl der n-passenden Teilmengen
von {1,2,3,...,n} bezeichnet, die Anzahl der alternierenden, aber nicht n-passenden
Teilmengen von {1,2,3,...,n} sei U
Jede alternierende Teilmenge T von {1,2,3,...,n} ist somit entweder n-passend oder
nicht n-passend. Wir betrachten zundchst den Fall, dafi T n-passend ist.
Enthdlt T das Element n nicht, so ist T eine nicht (n-1)-passende Teilmenge von
{1,2,3,...,n-1}. Ist dagegen n Element von T, so ist T\ {n} eine (n-1)-passende Teil-
menge von {1,2,3,...,n-1}. Da hiermit die n-passenden Teilmengen vollstindig und
ohne Doppelzdhlung erfafit werden, gilt:

(1) P = Un-1) + P(n-1) = A(n-1).

Ist dagegen T eine nicht n-passende Teilmenge von {1,2,3,...,n} , so enthdlt T insbe-
sondere nicht das Element n. Da die Elementeanzahl von T zu n verschiedene Paritat
hat, ist T eine (n-1)-passende Teilmenge von {1,2,3,...,n-1}. Umgekehrt ist jede
(n-1)-passende Teilmenge von {1,2,3,...,n-1} nicht n-passend. Man erhélt somit die
Gleichung U) = P(n-1) = P(n-2) + Un-2), wobei (I fir n-1 anstelle von n angewen-
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det wurde, und hat daher

(2) Um) = An-2).
Zusammenfassung von (1) und (2) liefert

A = PM) + U = Aln-1) + A(n-2)
das war zu zeigen. '
Zweiter Beweis:
Fir eine fest gewahlte natlirliche Zahl n (n22) werden (n beliebiger Reihenfolge)
die alternierenden Teilmengen von {1,2,3,...,n-2} mit My, Ms,..., Mag_2) bezeich-
net; die alternierenden Teilmengen von {1,2,3,...,n-1} seien Ny, No,..,, Nocn 13-
Nachfolgend werden zundchst A(n-1)»A(n-2) verschiedene alternierende Teilmengen
von {1,2,3,...,n} angegeben; anschlieflend wird gezeigt, daBl hiermit alle alternieren-
den Teilmengen von {1,2,3,...,n} erfaft worden sind.
Die Anzahl der Elemente einer endlichen Menge M werde mit |[M| bezeichnet. Man
konstruiere nun Mengen M, My, ..., Ma ,_2) indem man fur i=1,2,...,n-2 setzt

M;"=M; UTj; dabeiist T; = {n-1, n}, wenn n+|M;| gerade ist, sonst T; = {n}.

Dann sind die Mengen M, MZ"""MJ’\(n—Z) Teilmengen von {1,2,3,...,n}, paar-
weise verschieden (, da die Mengen My,..., M5y paarweise verschieden sind,)
und alternierend. Da sie alle nach Konstruktion das Element n enthalten, sind sie
auch paarweise verschieden von Ny, Ny, ..., Nacn1>-

Damit hat man zunachst A(n-2)+A(n-1) verschiedene alternierende Teilmengen wvon
{1,2,3,...,n} konstruiert, namlich M4, My", ... ,Macn-25 N1, No,u ooy, Nacnoay-
Hierdurch sind aber alle alternierenden Teilmengen von {1,2,3,...,n} erfait, denn ist
M eine alternierende Teilmenge von {1,2,3,...,n}, gibt es genau vier Méglichkeiten:

DneM und n-1 ¢« M,
DneM und n1§{ M,
AndM und n-1 e M,
HndM und n-1 { M.

Im Fall 9 ist M\ {n-1, n} alternierend und Teilmenge von {1,2,3,...,n-2}, im Fall 2
ist M\{n} ebenfalls alternierend und Teilmenge von {1,2,3,...,n-2}. M tritt also als
eine der Mengen M;  auf.
Im Fall 3) ist M alternierende Teilmenge von {1,2,3,...,n-1} und im Fall 4) ist M
Teilmenge von {1,2,3,...,n-2}. In den letzten beiden Fillen kommt M also unter den
Mengen N; vor.
Damit ist die Gliltigkeit der Formel A - A(n-1) + Aln-2) nachgewiesen.
Dritter Beweis (skizziert): :
Fir i «N sei die Menge {1, 2, 3, ..., i} mit N, bezeichnet. Nachfolgend sei n¢IN fest
gewahlt. Jede der A(n+2) alternierenden Teilmengen von Nm erfillt genau eine der
folgenden vier Bedingungen:

1) Kein Element der Menge ist grofier als n.

(2) Das grofite Element der Menge ist n+1.

(3 Die Menge enthilt die Elemente n+2 und n+1.

4) Die Menge enthélt zwar die Zahl n+2, nicht aber die Zahl n+1.

2

Die Anzahl der alternierenden Teilmengen wvon Nn
fillen, werde mit B(1) bezeichnet (i =1, 2, 3, 4).

.o » Welche die Bedingung @) er-
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Dann hat man:
B(1) = A, denn unter (1) werden genau die alternierenden Teilmengen von Nn
gezahlt,
B(2) = A(n+1) - A(n), denn hier werden genau die alternierenden Teilmengen von
Nm'l betrachtet, die keine (alternierenden) Teilmengen von Nn sind.

B(3) = A(n+1) - A(n), denn von jeder Menge geméaf Bedingung (2) gelangt man
durch Hinzufiigen des Elements n+2 zu einer Menge geméaf Bedingung (3), zu
verschiedenen Urbildern gehéren bei dieser Zuordnung offenbar auch wver-
schiedene Bilder und alle Mengen gemif Bedingung (3) werden erfafit; es ist
also B(2) = B(.

B = Aln) - (A(n+'1) - A(n)), denn genau diejenigen Teilmengen von [Nn gehen
durch Hinzunahme von n+2 in eine alternierende Teilmenge Uber, bei denen
dies bei Hinzunahme von n+1 nicht der Fall ware.

Somit ergibt sich:
A(n+2) = B(1) + B(2) + B(3) + B(4)
= AW + (Ame1) - AW) + (A1) - AW) + (2:AM - Ame1))
= A(n+1) + A,

also An+2) = Al+1) + A(n) .
Vierter Beweis (skizziert):
Fir beliebiges nelN bezeichne A(n) die Gesamtheit der alternierenden Teilmengen
von {1, 2, 3, .., n}. AM) wird so in die beiden Mengen E®) und KO zerlegt,
daf in E(n) genau diejenigen Mengen aus A(n) liegen, die als Element die Zahl 1
enthalten.
Man betrachte nun Abbildungen ¢ von &An+1) in En+2) und ¢ von A) in
K(n+2), die durch folgende Zuordnungsvorschrift gegeben sind:
Fir MeA(n+1) addiert man zu jedem Element die Zahl 1 und vereinigt die so erhal-
tene Menge mit {1}; so gelangt man zu @M). Offensichtlich gehdrt M) zu En+2);
die Abbildung ¢ ist bijektiv, da alle Elemente von E(n+2) als Bilder erfafit werden
und die Abbildung umkehrbar ist. Insbesondere sind also E(n+2) und Aun+1) von
gleicher Machtigkeit.
Um ¢M) fiir Me&A(n) zu erhalten, addiert man 2 zu jedem Element von M. Damit
erhilt man eine alternierende Teilmenge von {1, 2, 3, .., n+2}, die die Zahl 1 nicht
enthilt, also ein Element von K(n+2). Da wieder alle Elemente von K(n+2) als Bil-
der vorkommen und die Abbildung umkehrbar ist, ist auch ¢ bijektiv; E(+2) hat
also die gleiche Machtigkeit wie An).
Da A(n+2) sich disjunkt in En+2), BK0+2) zerlegen a8t ergibt sich
Am2) = |Am2)| = |[En2)+K@e2)| = |AmdD]+ Am)| = Ane) + A,
hierbei wurde mit |X| wieder die Anzahl der Elemente der endlichen Menge X be-
zeichnet.

Flinfter Beweis (kizzieri):
Mit S) sei flir beliebiges ielN die Gesamtheit der nichtleeren alternierenden Teilmen-
gen von N bezeichnet, deren gréfites Element i ist. S() sei die Machtigkeit von S0).
Dann ist fiir jedes nelN
Ay =1 +35(1) + 5(2) + ... + S(n).
Man ordne nun jeder Menge Me S(i+2) eine Menge y(M) auf folgende Weise zu:
- Im Falle (+1)eM setze man vOM) = M\ {i+2};
- im Falle (i+1){M kann M nicht das Element i enthalten, da i und i+2 beide gerade
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oder beide ungerade sind. Man erhélt also aus M wieder eine alternierende Menge,

indem man i+ 2 durch i ersetzt; die so konstruierte Menge sei y(M).

Offensichtlich ist v eine bijektive Abbildung von S(G+2) in S§(i) U S +1), man er-

hélt also die Gleichung SG+2) = SG+1) + SA. Flir jede endliche Menge X wird mit |X]

wieder die Anzahl der Elemente von X (die Machtigkeit von X) bezeichnet.

Wegen S(1) =[S = [{t}] = 1 und 5@ = |s@)| = [{{1.2}}] = 1 hat man insge-

samt: S(1) = 1, S(2) = 1, 5G+2) = SG+1) + S@.

(S(i)) ist also die bekannte, durch diese Rekursionsbedingung definierte, Fibonacci-

folge.

Fir jedes nelN gilt nun A(n) = S(n+2), wie nachfolgend durch Induktion gezeigt wird:
Fir n=1 hat man A = [{{1}, 0] = 2 = s + s@ = s,

Zum Schlufl von n auf n+1 formt man um
n+1 n
Aln+1) = ZS(i) = 3@ + S(n+1) = Al + S(n+1) = S(n+2) + S(n+1) = S(n+3).

i=1 i=1

Die hiufigsten Fehler und Mangel-

Bei der ersten Aufgabe wurde h&ufig angenommen, daB im Laufe des Spieles
zwangslaufig die Konstellation (2,0) auftreten misse. Mehrfach fehlte auch - bei rich-
tiger Strategie - die Begriindung fiir das Enden des Spiels nach endlich vielen Ziigen;
gelegentlich wurden Strategien angegeben ("symmetrisches Ziehen™, die zu einem
endlosen Spiel fihren konnten.

Vielfach wurden bei der Untersuchung in der zweiten Aufgabe die Primzahlen ver-
gessen. Weiterhin konstruierten manche Teilnehmer bei Zahlen mit einer Primfaktor-
zerlegung der Form a'b-c Zerlegungen durch Verwendung von (ab)c bzw. a-(bc),
aber dieses Verfahren ist unbrauchbar, da es zB. bei 8 zur gleichen Zerlegung fiihrt.
Andere Zerlegungsverfahren waren zwar brauchbar, die Verschiedenheit der hierbei
auftretenden Zerlegungen wurde aber nicht nachgewiesen. Schliefilich wurde die flr
alle von 1 verschiedenen natiirlichen Zahlen a, b gliltige Ungleichung a+b < a'b teil-
weise nicht, teilweise auch trotz grofiern Aufwand fehlerhaft bewiesen.

Bei der dritten Aufgabe gab es zwar kleinere Liicken in der Darstellung, aber wenige
groBere Fehler. Der haufigste hiervon lag in der irrigen Vorstellung, bei senkrechter
Projektion der Kugeln auf die Dreiecksebene entstinden drei sich paarweise beriih-
rende Kreise.

Es reichte in der vierten Aufgabe nicht, anhand einer langen Tabelle die Rekursions-
gleichung A(n+2) = A(n+1)+ A flir viele Falle zu bestitigen, da ein Nachweis der
Giltigkeit fir alle natlrlichen Zahlen bendtigt wurde.



